Dynamika bryły sztywnej

Bryła sztywna

W dotychczasowych rozważaniach traktowaliśmy badane ciało jako punkt materialny. Założenie to znacznie upraszczało analizę ruchu, gdyż dla jednoznacznego określenia położenia ciała w przestrzeni wystarczało podanie 3 współrzędnych (np. w układzie kartezjańskim x, y, z), lub inaczej wektora wodzącego 
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. W rzeczywistości jednak wszystkie otaczające nas rzeczy to ciała rozciągłe. Ciała takie możemy rozpatrywać jako układy punktów materialnych. Najprostszym modelem matematycznym ciała rozciągłego jest tzw. bryła sztywna. Jest to takie ciało, w którym wszystkie punkty mają zawsze względem siebie stałe odległości. Definicję tę można zapisać w postaci wzoru: 
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Podczas ruchu bryła sztywna porusza się jako całość o nie zmieniającej się postaci i objętości, nie ulegając odkształceniom pod wpływem działających sił. Oczywiście w rzeczywistości nie ma ciał doskonale sztywnych, lecz w wielu zagadnieniach można przyjąć, że model bryły sztywnej jest dobrym przybliżeniem dla ciał takich jak np. stalowe belki, drewniane klocki, planety itp.


Rozróżniamy 2 rodzaje ruchu ciała sztywnego: ruch postępowy oraz ruch obrotowy. Ruchem postępowym nazywamy ruch, w którym każdy punkt bryły porusza się z jednakową prędkością (wektory prędkości wszystkich punktów ciała są w danej chwili czasu jednakowe). Natomiast z ruchem obrotowym bryły mamy do czynienia wtedy, gdy wszystkie punkty ciała poruszają się po okręgach, których środki leżą na jednej prostej, którą nazywamy osią obrotu. Dowolny ruch bryły sztywnej można złożyć z ruch postępowego i obrotowego (rys.)

Ruch postępowy

Aby wygodnie opisywać ruch bryły jako całości definiuje się pojęcie środka masy. Dla układu punktów materialnych o masach 
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, których położenia w układzie inercjalnym U określają wektory wodzące 
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 mamy wzór określający położenie punktu S, który nazywamy środkiem masy: 
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Położenie środka masy jest jednoznacznie określone przez masy punktów tworzących układ oraz ich położenia, nie zależy natomiast od wyboru układu odniesienia. Bryła sztywna składa się z tak wielu punktów, że można ją traktować jako ośrodek o ciągłym rozkładzie materii, sumowanie zamieniamy wówczas na całkowanie. Wzór opisujący położenie środka masy dla bryły sztywnej przybiera zatem postać: 
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, gdzie 
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jest gęstością masy ciała. Dla brył jednorodnych, tzn. gdy 
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. M i V są odpowiednio masą i objętością bryły. W tym przypadku położenie środka masy jest jednoznacznie określone przez własności geometryczne ciała.

Oznaczając przez 
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 wypadkową sił zewnętrznych działających na bryłę, przy czym 
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 jest siłą działającą na i-ty element bryły, możemy zapisać II zasadę dynamiki dla ruchu postępowego bryły: 
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Widzimy, że ciało sztywne porusza się tak jakby cała jego masa i wszystkie siły zewnętrzne skupione były w jednym punkcie – środku masy.

A więc znajomość ruchu środka masy w zupełności wystarcza do opisu ruchu postępowego całej bryły.

Ruch obrotowy

Rozważmy ruch obrotowy bryły wokół osi przechodzącej przez początek inercjalnego układu współrzędnych U. (rys.) Weźmy pod uwagę i-ty element ciała Pi, którego położenie określa wektor wodzący 
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. Punkt ten porusza się po okręgu, którego środek leży na osi obrotu, z prędkością kątową 
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 . Wektor prędkości liniowej 
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 punktu jest styczny do toru i leży w płaszczyźnie prostopadłej do osi obrotu. Jak pamiętamy wektor prędkości liniowej wiąże się z wektorem prędkości kątowej następującą zależnością: 
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, zaś moment pędu punktu Pi względem początku układu O ma postać:
[image: image17.wmf]i

i

i

p

r

L

r

r

r

´

=

. Jeśli na rozpatrywany element działa wypadkowa siła 
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, to jej moment względem punktu O wynosi 
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. Podobne rozważanie można powtórzyć dla każdego innego elementu naszej bryły. Zauważmy przy tym, że prędkość kątowa 
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 jest jednakowa dla wszystkich punktów ciała, tzn. charakteryzuje bryłę jako całość. Mówimy więc, że bryła wiruje wokół obranej osi z prędkością kątową 
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. Całkowity (wypadkowy) moment pędu bryły względem wybranego punktu O będzie wektorową sumą momentów pędu wszystkich elementów bryły: 
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Obliczmy teraz wypadkowy moment sił działających na elementy bryły, względem punktu O: 
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Zauważmy, że wypadkowy moment sił działających na bryłę oznacza właściwie sumę momentów sił zewnętrznych. Momenty sił wewnętrznych działających między elementami ciała znoszą się nawzajem (zgodnie z III zasadą dynamiki). Ostatecznie powiemy: 

Szybkość zmian całkowitego momentu pędu bryły względem dowolnego punktu jest równa całkowitemu momentowi sił zewnętrznych działających na bryłę, względem tego samego punktu  
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 - jest to II zasada dynamiki dla ruchu obrotowego bryły (ogólna postać). 
Jeśli całkowity moment sił zewnętrznych działających na bryłę znika, wówczas całkowity moment pędu bryły pozostaje stały 
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 - jest to zasada zachowania momentu pędu dla ciała sztywnego.

Podsumowując: Dowolny ruch ciała sztywnego względem inercjalnego układu odniesienia można opisać za pomocą dwóch równań: równania ruchu postępowego środka masy bryły oraz równania ruchu obrotowego. Ruch bryły zależy więc jedynie od sumy sił zewnętrznych oraz ich całkowitego momentu. Bryła może pozostawać w spoczynku, gdy wypadkowa wszystkich sił zewnętrznych oraz ich moment całkowity znikają. Są to warunki równowagi ciała sztywnego.


[image: image26.wmf]0

=

=

å

i

i

wyp

F

F

r

r

,  
[image: image27.wmf]å

=

=

i

i

M

M

0

r

r


Rodzaje równowagi:

1. Równowaga trwała

2. Równowaga chwiejna

3. Równowaga obojętna

Przykład
Rozważmy cienki krążek wirujący z prędkością kątową  
[image: image28.wmf]w
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 wokół stałej osi prostopadłej do płaszczyzny krążka i przechodzącej przez jego środek masy. Umieśćmy początek układu współrzędnych w środku masy krążka. (rys.)

Wartość bezwzględna momentu pędu bryły wynosi: 
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Wielkość 
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nazywamy momentem bezwładności bryły względem danej osi obrotu, przy czym ri jest odległością masy mi od osi obrotu.

Zauważmy, że w tym szczególnym przypadku (obrót wokół nieruchomej osi) kierunki i zwroty wektorów 
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 i 
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 są zgodne, a więc słuszna jest zależność 
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(w ogólności moment bezwładności jest wielkością tensorową i wektory 
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 nie muszą być równoległe). 

A więc w przypadku obrotu bryły o stałym momencie bezwładności wokół ustalonej osi druga zasada dynamiki dla ruchu obrotowego przybiera postać:
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Równanie powyższe jest analogiczne do II zasady dynamiki dla ruchu postępowego. Widzimy, że wielkością charakteryzującą bezwładność ciała w ruchu obrotowym jest moment bezwładności (a nie masa).

Obliczanie momentów bezwładności 

Dla ciągłego rozkładu materii we wzorze na moment bezwładności sumowanie należy zastąpić całkowaniem (podobnie jak przy znajdowaniu środka masy). Mamy więc
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, dla brył jednorodnych 
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, wówczas moment bezwładności zależy jedynie od geometrii bryły.

Obliczmy moment bezwładności krążka z naszego przykładu:

Energia kinetyczna bryły sztywnej

Rozważmy bryłę sztywną obracającą się z prędkością kątową 
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 wokół stałej osi. i-ty element bryły ma prędkość 
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, zatem jego energia kinetyczna wynosi 
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. Całkowita energia kinetyczna ruchu obrotowego bryły wokół stałej osi obrotu wynosi zatem: 
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Jak mówiliśmy ruch bryły możemy przedstawić jako złożenie ruchu postępowego środka masy bryły oraz ruchu obrotowego względem środka masy. Zatem całkowita energia kinetyczna bryły jest zatem sumą energii kinetycznej ruchu postępowego środka masy oraz energii kinetycznej rotacyjnej mierzonej w układzie środka masy.

Przykład

Obliczyć energię kinetyczną toczącego się walca, jeśli jego środek masy przemieszcza się z prędkością v
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